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Resumen

El concepto de derivada fraccionaria hace referencia a derivadas con un orden que no entero, esta es una
marcada diferencia con el calculo tradicional y que conlleva a todo un campo de las matematicas denominado
calculo fraccionario. Diferentes sistemas fisicos son descritos de manera apropiada por medio de este
formalismo, en particular el modelamiento de sistemas viscoeldsticos, (a difusion en medios porosos, el
estudio de materiales complejos, el andlisis de vibraciones en estructuras, entre muchos otros.

En este trabajo se explora la aplicacion del calculo fraccionario en el modelamiento del comportamiento
viscoelastico de asfaltos y otros materiales de interés en ingenieria. Se presenta una breve revision del
concepto de derivada fraccionaria y como esta puede describir procesos fisicos de caracter no local. A nivel de
propuesta pedagdgica, se muestra como el concepto de derivada fraccionaria se puede introducir en las
materias de un programa de ingenieria civil con el fin de reforzar los conocimientos adquiridos y ampliar los
métodos matematicos para el modelamiento de materiales en ingenieria.
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Abstract

The concept of fractional derivative refers to a non-integer oraer aerivative; this is a marked ditference with the
traditional calculus leading to a whole field of mathematics denominated fractional calculus. Different physical
Systems are appropriately described by this formalism, in particular the modeling of viscoelastic systems, the
diffusion in porous media, the stuay of complex materials, the analysis of structural vibrations, among others.
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In this paper we explore the application of fractional calculus in the modeling of viscoelastic behavior of
asphalt and other materials of interest in engineering. We present a brief review of the concept of fractional
derivative and how it describes nonlocal physical processes. As a pedagogical approach, we show how the
concept of fractional derivative can be introduced in the civil engineéring program in order to shaipen the
knowledges acquired and broaden the mathematical methods for moaeling materials in engineering.

Keywaords: fractional derivative; viscoelastic media; asphalts

1. Introduccion

EL cdlculo fraccionario es una teoria cuyos fundamentos se empezaron a indagar desde Los inicios del calculo
ordinario, inicialmente como una critica a la notacion de Leibniz de derivada y mas adelante alcanzd una
estructura matematica convincente gracias a la contribucion de matematicos de renombre como Riemann,
Liouville y Abel (Oldham et al, 1974). Este formalismo matematico encuentra aplicaciones en diferentes dreas
de la fisica, la quimica, la biologia, entre otras (Podlubny, 1998; Das, 2014; Baleanu, 2011). En el calculo
ordinario, la aplicacién sucesiva de los operadores de derivacién e integracion sugiere solo valores enteros n
para el orden de esta operacion, una unidad por cada vez que se aplica el operador. No obstante, se puede
obtener una expresion general para estos operadores y proponer, ademas, un valor arbitrario e para dicho
orden (Podlubny, 1998). Es asi como surge el calculo fraccionario para estudiar las derivadas e integrales de
orden arbitrario a. El calculo fraccionario ha recorrido un camino casi tan extenso como el del calculo
ordinario, recientemente son muchas las areas de la ciencia que se han ido interesando por este campo
(Podlubny, 1998; Das, 2014; Baleanu, 2011).

En este trabajo se presenta de manera introductoria el concepto de derivada fraccionaria y como este
formalismo se introduce en el estudio de materiales viscoelasticos, en particular, el modelamiento de asfaltos.
Finalmente se hace énfasis en como este tipo de teorias pueden ser exploradas en la formacion de pregrado en
ingenieria con el fin de tener conocimientos solidos en etapas avanzadas en los que (a investigacion tiene una
componente importante.

2. Derivadas Fraccionarias

2.1 Derivadas fraccionales de Riemann-Liouville y de Caputo
En esta seccion se presentan las definiciones mas importantes de derivada fraccionaria como (o son las
definiciones de Riemann-Liouville (Podlubny, 1998) y de Caputo (Diethelm, 2010). La derivada fraccionaria de

Riemann-Liouville de una funcion f£(t) se denota por D7 f(t) y para los propésitos de este trabajo se
usa la siguiente definicion (Podlubny, 1998):
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I T LAY . (1)
ath(t)—m<a) fa(t—f) 'f (r)dr,

donde a y t son valores reales que denotan los limites en los que se debe incluir informacion de f(t) con el
fin de evaluar la derivada, n es el mayor entero que satisface n — 1 < a <n, y I'(z) denota a la
funcion gamma (Podlubny, 1998). Debido a que la derivada (1) se encuentra definida por medio de una integral,
que depende de los valores que a funcion asuma en el intervalo de integracion, se dice que es un operador no
local. Por otra parte, en la referencia (Podlubny, 1998) se demuestra esta derivada se encuentra relacionada
con (a derivada de orden entero de tal manera que la derivada fraccionaria de Riemann-Liouville se reduce a la

derivada de orden entero n cuando @« = n, D/ f(t) = d—f(t). También es importante senalar
que la derivada fraccionaria de Riemann-Liouville es una operacmn lmeal y que puede aplicarse a funciones de
varias variables, sustituyendo (a derivada entera ord|nar|a — por la respectiva derivada parcial.

En la Figura 1 se presenta la derivada de Riemann-Liouville para diferentes funciones tipicas en matematicas e
ingenieria. Se observa como las derivadas fraccionales ofrecen un espectro mas amplio que las derivadas
enteras, lo que permite mejorar la precision en la descripcion de algunos fendmenos fisicos, en particular
fendmenos que incorporan informacion del sistema en un intervalo y no solo pequeias variaciones
infinitesimales, como es el caso de la derivada tradicional de orden entero. Los resultados fueron obtenidos por
medio de métodos numericos.
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Figura 1. Gréficas de la derivada de Riemann-Liowille  ,DFf(t) cona =0y 0 < a < 1, de diferentes funciones
f@). ) f() =+t b) f(t) =e ¢ (c) f(t) = tsint. [d) £(t) = sint/t. Se observa que entre las derivadas
enteras de orden O y 1 existe un continuo de derivadas fraccionarias lo que amplia (a percepcidn tradicional del concepto
tradicional de derivada.

La derivada fraccionaria de Riemann-Liouville se ha desarrollado con una formulacion para usos estrictamente
matematicos, sin embargo, existen ciertas areas de las ciencias naturales y aplicadas en las cuales dicha
definicion requiere de una revision (Podlubny, 1998). No obstante, se han acumulado una serie de trabajos,
especialmente en la teoria de viscoelasticidad (Schiessel et al, 1995) y de sdlidos mecanicos (Uchaikin, 2009)
en donde las derivadas fraccionales son usadas para mejorar la descripcion de las propiedades de los
materiales estudiados. El modelamiento matematico conduce a ecuaciones diferenciales de orden fraccional y
a la necesidad de formular las condiciones iniciales para tales ecuaciones que tengan una interpretacion fisica
conveniente. No obstante, (a derivada dada por a definicion de derivada de Riemann-Liouville conduce a unas
condiciones iniciales que dependen del valor limite inferior £ = a y pese a que el problema de valores
iniciales con tales condiciones iniciales ya se ha resuelto, dichas soluciones no tienen una interpretacion fisica
(Podlubny, 1998). Esto motiva a la introduccion de otro tipo de derivada fraccionaria.

La propuesta de derivada fraccionaria de Caputo es (Diethelm, 2010):

L[ fP® [m
DEFO) = For—ay | g

donde se usa los parametros y restricciones establecidas en la definicion de Riemann-Liouville (1). Ademds, n
es un ntmero entero que satisface la condicionn — 1 < a@ < ny f(x) cumple que sus derivadas n-
ésima y de drdenes inferiores son continuas e integrables. Asi, la derivada (2) estd definida y es tnica en el
intervalo (a, b) . Por otra parte, esta definicion se reduce a una derivada de orden entero 7 en el limite
cuando @ — n (Podlubny, 1998), esto se demuestra al integrar por partes la ecuacion que define la derivada
de Caputo (2) y calcular el respectivo limite.

2.2 Transformada de Laplace de derivadas fraccionarias

La transformada de Laplace se define mediante (a ecuacion:

o 3
99 = LlgO1 = [ e gt 4

0

la cual es usada en la solucion de ecuaciones diferenciales fraccionales de una manera similar a como Se usa
en el célculo tradicional (Arfken, 2001). Es de utilidad recordar la transformada de Laplace de la derivada de
orden entero n de una funcion f (t):
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n-1 [4]
LIFO©)] = s"F(s) = ) s* fO+D(0),
k=0

que puede deducirse a partir de la definicion (3) de a transformada de Laplace integrando por partes bajo la
suposicion que dichas integrales existen.

Por otra parte, a ecuacion (1) es la derivada n-ésima de una integral fraccional de orden n — «r, asf que se
puede utilizar la propiedad (4) para aplicarla en la ecuacion (1):

L[ oDEf(D)] (5)

n-1 n-k—-1
= s"L[ 0Dt_(n_a)f(t)] - Z sk dtn—k—1 th_(n_a)f(t) <o)

k=0

de esta manera, la transformada de Laplace de (a derivada fraccionaria de Riemann-Liouville de orden @ > 0
cona = 0 es (Podlubny, 1998) :

- 0
L[ oDEF(O] = () = ) sK[ (DEFTf ()= n—1=a
k=0

<n

En forma similar, la trasformada de Laplace de la derivada fraccionaria de Caputo con @ = 0 es (Podlubny,
1998):

ZIAo) 7

L[ SDEf(D)] = 2 = saF(s) — Z a-k=1 f0)(0), n -1

<a<n

Puesto que la formula (7) estd relacionada directamente con la funcién £ (¢) y sus derivadas evaluadas en el
limite inferior t = 0, la derivada de Caputo resulta en un formalismo mas apropiado para definir problemas
con condiciones de frontera no nulas.

2.3 Aplicaciones del calculo fraccionario
Con esto se ha hecho una breve introduccién al concepto de derivada fraccionaria, teniendo en cuenta que se
ha dejado de lado bastantes acontecimientos relevantes. Por ejemplo, en (Oldham et al, 1974) se hace una

recopilacion de las primeras aplicaciones relacionadas con la solucion de algunas ecuaciones diferenciales
fraccionales sencillas como la ecuacion integral de Abel y problemas de difusion en el transporte en medios
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finitos, ademéds de incluir un buen resumen historico. En (Podlubny, 1998) también se citan algunas
aplicaciones en diferentes areas como viscoelasticidad, electronica, reacciones quimicas y biologia. Ademas
existen otros textos con aportes importantes a las ecuaciones diferenciales fraccionales y otro enfocado al uso
de la definicién de Caputo de derivada fraccionaria (Diethelm, 2010). En el contexto actual existen gran
cantidad de publicaciones con aplicaciones del calculo fraccionario en viscoelasticidad (Schiessel, 1995),
mecdnica cuantica (Laskin, 2002), biologia (Gabriel, 1996), entre otros campos. Ademds el calculo fraccionario
es una rama de investigacion abierta en la que existen diferentes asuntos no resueltos como buscar la
interpretacion fisica del uso de derivadas fraccionales para explicar ciertos fendmenos y encontrar una
interpretacion geométrica de los operadores del calculo fraccionario.

3. Modelamiento de asfaltos por medio de derivadas fraccionarias
3.1 Reologia

La reologia es la ciencia que estudia la forma en la que se deforman los materiales y normalmente se restringe
al estudio de relaciones fundamentales entre la fuerza aplicada y la deformacién que esta causa en un
material. El caso mas sencillo es la ley de Hooke:

o = Es¢, (8)
siendo o el esfuerzo y € el cambio relativo de longitud o deformacion; la constante de proporcionalidad E es
un coeficiente que caracteriza a la elasticidad del material. Por otra parte, en el caso de liquidos, el modelo
mas sencillo es a ley de Newton de la viscosidad, en la cual el esfuerzo es proporcional a la razon de
deformacion:

_ de 9)
o = T]a

en esta expresion la constante y describe a a viscosidad del medio. En el modelo de Hooke, la deformacion
responde inmediatamente al esfuerzo aplicado, mientras que en el caso Newtoniano se tiene en cuenta la
rapidez de la deformacion. Existe un tercer tipo de material, el material viscoelastico, en el que la deformacion
se comportara entre un sélido y un liguido. En el caso de materiales complejos, este comportamiento se debe a
a reorganizacion de las particulas que conforman el material. Con el fin de estudiar materiales viscoeldsticos,
se define el mddulo de relajacion dividiendo el esfuerzo por la magnitud de a deformacion del material, esto
es:

e =70 10
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Para deformaciones pequenas, C (t) es independiente la deformacion. Esta dependencia lineal en (a relajacion
del esfuerzo se denomina viscoelasticidad lineal. Para deformaciones mayores, el madulo de relajacion ya no
es independiente de la deformacion, a lo que se le (lama viscoelasticidad no lineal. Con el fin de modelar este
tipo de relajacion, Boltzmann establece que para pequefios cambios en el esfuerzo:

d
% 4t = cedt. ()
dt

do =Cde =C
Si el mddulo de relajacion depende del tiempo, se puede obtener el tamafio de a deformacion total a partir de
la suma de pequenas deformaciones, esto da como resultado:

o= j t C(t —t)é(t)dt. 2

Esta relacion permite modelar la respuesta de diferentes materiales y la forma en la que se encuentra
planteada permite, para cierto tipo de funciones C(t — t"), establecer conexiones entre el estudio de medios
viscoelasticos con la derivada de Caputo del clculo fraccionario.

3.2 Modelamiento de asfaltos

Los asfaltos son materiales complejos formados por particulas de mltiples tamafos y con deformaciones
asociadas a fuerzas externas que incluyen fenomenos como anisotropia, viscoelasticidad entre muchas otras.
En a referencia (Wang se presenta un tratamiento detallado de las propiedades fisicas del asfalto y algunos de
los modelos fenomenoldgicos implementados para su estudio. A pesar de grandes avances en el estudio de
asfaltos, el estudio de sus propiedades viscoelasticas y el comportamiento de este material a diferentes
escalas es un tema que atn se encuentra en desarrollo. Al respecto, es conveniente incorporar modelos con
derivadas fraccionarias ya que estas modelan fendmenos que dependen de la manera en la que se manipulo
previamente el material (memoria) y en procesos en los que la distribucion del material es inhomogénea pero
con un patron estadistico de leyes de potencias, tal como se da en algunos medios porosos. En la referencia
(Katicha, 2011) se estudia este modelo para asfaltos:

E=1F ¢Dfe, (13
donde SDfe es la derivada de Caputo y T es una constante de proporcionalidad. EL orden S de la derivada
es un parametro asociado a la viscoelasticidad del material (Katicha et al, 2011). Por la naturaleza del asfalto,

diversos modelos fraccionarios han sido introducidos con el fin de describir de manera apropiada las
propiedades viscoeldsticas de este material (Katicha et al, 2014; Sun et al, 2015).
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4. Calculo fraccionario como instrumento pedagdgico en ingenieria

A lo largo de este trabajo se presentaron diferentes aspectos introductorios del calculo fraccionario y su
conexion con el modelamiento de sistemas viscoelasticos. Dado la importancia que ha tomado este tipo de
tratamientos matematico en diferentes aspectos de (a ingenieria como son el estudio de sistemas complejos,
control en sistemas, descripcion de sistemas viscoelasticos, entre otros, es importante presentar este tipo de
técnicas a estudiantes de pregrado en ciencias e ingenieria.

En trabajo de clase con estudiantes de pregrado hemos visto entusiasmo por parte de los estudiantes a
aprender estos conceptos. El concepto de derivada fraccionaria es asimilado bien a nivel de una clase de
calculo tradicional, cuando es presentada a manera introductoria. Por otra parte, en el cubrimiento de la
tematica de transformada de Laplace también se pueden presentar algunos de estos conceptos ya que a
mediante esta operacion existe una conexion mas clara entre las propiedades de (a derivada tradicional y a
derivada fraccionaria. Por otra parte, el calculo de las derivadas fraccionales puede ser un buen ejercicio en
una clase de métodos numéricos al cubrir la tematica de evaluacion de integrales.

Finalmente, es importante resaltar que todos estos conocimientos matematicos presentados a nivel basico
como material complementario en diferentes asignaturas puede tener un gran impacto en los estudiantes en
sus semestres avanzados ya que mediante estos conceptos pueden tener acceso a métodos, modelos y teorias
que describen mejor materiales y en general sistemas complejos como los asfaltos.
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