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Resumen

Los elementos rotativos gozan de amplio uso en los sistemas mecdnicos con piezas méviles. Por
ello, el disefio y operacién de estos elementos requiere el conocimiento del campo de esfuerzos
que en estos se genera. Estos elementos, ademds de estar sometidos a las cargas debido a su
interaccién con ofros elementos, también sufren esfuerzos mecdnicos por el efecto de las fuerzas
inerciales propias del movimiento rotacional. Existen diversos métodos para abordar el andlisis del
campo de esfuerzo en un material ante la aplicacién de cargas inerciales de rotacién. Entre ellos
estdn los modelos andliticos de la teoria de la elasticidad; sin embargo, estos no consideran que
la respuesta mecdnica durante la formacién del campo de esfuerzos en materiales como el PMMA,
es un fenémeno dependiente de la tasa de deformacién. Diversas investigaciones establecen que
el comportamiento de cedencia del PMMA tiene una relacién directa con la tasa de deformacién;
sugiriendo asi para los elementos rotativos, que el arranque de movimientos rotacionales con mayor
aceleracién angular generaria una mayor resistencia a la cedencia. En este trabajo se investiga
acerca de esta hipétesis a través de modelos analiticos computacionales que generan imégenes de
fotoelasticidad, en las cuales los patrones de franjas contienen informacién del campo de esfuerzos;
de tal manera que se pueden encontrar tendencias entre los patrones de franjas de las imégenes
de fotoelasticidad y los pardmetros de movimiento, estableciendo asi, resultados que pueden ser
verificados de manera experimental en trabajos futuros. Asi, este trabajo presenta una metodologia
que, a través del uso de modelos analiticos y el estudio de imdgenes de fotoelasticidad, permite
analizar el fenémeno de la respuesta mecdnica de un material ante cargas inerciales. Con ello se
busca generar un aporte a los campos de estudio de la Mecdnica de sélidos, la Dindmica estructural
y la Mecénica experimental. Finalmente, en este trabajo se concluye que, en discos rotativos de
PMMA, el inicio del movimiento con aceleraciones mayores provoca la obtencién de una mayor



resistencia a la cedencia en el material, lo cual se evidencié con un patrén de mayor nimero de
franjas.
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Abstract

Rotatory elements are widely used in mechanical systems which involve mobile parts. That way,
designing and operation of such elements require to know the stress field that is generated into
them. These elements, besides they are subject to mechanical stress due to their interaction with
other elements, they are also subject to mechanical stress due to inertial forces inherent to rotational
movement. There are different methods to tackle the analysis of stress field in a material subject to
rotational inertial forces. Noteworthy among those are analytical methods from elasticity theory;
nevertheless, those models do not consider that the mechanical response during the stress field
establishment on material such as PMMA is a dependent phenomenon on the deformation rate.
Several research state that PMMA vyield strength has a direct correlation with the deformation rate;
suggesting, that way, that movement starts in rotatory elements with higher acceleration would lead
to a higher yield strength. In this work, this hypothesis is inquired through analytical computational
models that produce photoelasticity images, in which the striped patterns contain information
regarding the stress field; thus, tendencies along striped patterns and motion parameters might be
found, thereby laying down results which can be validated experimentally in future works. Thus, this
work presents a methodology which permits, through analytical model and the study of
photoelasticity images, to analyze the phenomenon of a material mechanical response for inertial
loads. With this, it seeks to generate a contribution to the fields of Solid Mechanics, Structural
Dynamic and Experimental Mechanics. Finally, it is concluded in this work, that in PMMA rotatory
discs, movement start with higher acceleration leads to a higher yield strength in the material, which
was evidenced by a pattern with a more strips.

Keywords: photoelasticity; dynamic stress; computational model

1. Introduccién

El andlisis de esfuerzos dindmicos de rotacién consiste en estudiar como las cargas inerciales que
se provocan por la naturaleza de este movimiento se distribuyen en el material del elemento rotativo.
La evaluacién de estos esfuerzos cobra gran importancia para el disefio y la operacién de estos
elementos, ya que en estas actividades se debe garantizar que el material no presente fallas
mecdnicas. En el contexto ingenieril se considera como falla mecdnica, que el material alcance el
comportamiento de cedencia o yielding, como se le llama a este fenémeno en inglés.

Existen diversos enfoques que permiten evaluar en campo completo los esfuerzos dindmicos de
rofacién en discos. Entre ellos estd la utilizacién del modelo analitico de esfuerzos de la teoria de
la elasticidad, como el que presenta Timoshenko (1956), y también estd el planteamiento de un
modelo numérico de elementos finitos (Kumar et al, 2018). Sin embargo, aunque estos enfoques
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pueden ser efectivos para la cuantificacién de esfuerzos cuando se alcanza un régimen de
movimiento de equilibro dindmico con una velocidad angular definida y constante, estos no
permiten estudiar como es el comportamiento de cedencia del material con respecto a la tasa de
deformacién aplicada; esto es, con la tasa a la cual el material sufre una deformacién unitaria por
la aplicacién de cargas; sobre la cual es de esperarse, que tenga una relacién directa con la
aceleracién angular con la que se inicia un movimiento de rotacién.

Para diversos materiales como el polimetilmetacrilato (PMMA), que se conoce cominmente como
acrilico, el comportamiento de cedencia tiene una dependencia directa con la tasa de deformacién;
de forma que, a mayor tasa de deformacién, mayor resistencia a la cedencia. Diversos estudios
(Zhou et al, 2013) (Cheng et al, 2002) (Zhang et al, 2016) demuestran de manera experimental
que cuanto mayor sea la tasa a la cual que se aplique la deformacién en el material, el
comportamiento de falla y cedencia mecdnica del PMMA se presenta a mayores rangos de carga
y esfuerzo. En particular, Zhang et al (2016) presenta un estudio en el que, a partir de mediciones
experimentales, logra desarrollar un modelo matemdtico para describir el comportamiento de
cedencia del PMMA como funcién de tres tasas de deformacién diferentes.

Ante lo aqui expuesto, se evidencia que la consideracién de la tasa de deformacién es fundamental
para estudiar el comportamiento de cedencia en materiales como el PMMA. Adicionalmente, se
evidencia que, por el hecho de que la resistencia a la cedencia de este material tenga una relacién
directa con la tasa de deformacién, es de esperarse que, si se analiza el escenario de aplicacién
de caras inerciales de rotacién, luego la tasa de deformacién también tendrd una relacién directa
con la aceleracién angular con que se inicia el movimiento. Ello, obedeciendo al hecho de que es
durante el inicio del movimiento de rotacién donde se aplican las cargas inerciales; y que es la
aceleracién angular la que define a que tasa se alcanzard un cierto régimen de esfuerzos
dindmicos.

Todo lo anterior, conlleva a que se formule una hipétesis de que, para los elementos rotativos, el
arranque de movimientos con mayor aceleracién angular generaria una mayor resistencia a la
cedencia. Es alrededor de esta hipétesis que se plantea el estudio que se presenta en este trabajo.
Este estudio se realiza a través del desarrollo de modelos analiticos computacionales que generan
imdagenes de fotoelasticidad, en las cuales los patrones de franjas contienen informacién del campo
de esfuerzos (Urango-Pérez et al, 2018) (Brifiez et al, 2015) (Ramesh et al, 2016); de tal manera
que se pueden encontrar tendencias entre los patrones de franjas de las imégenes de fotoelasticidad
y los parédmetros del movimiento rotativo y la resistencia del material PMMA.

2. Materiales y métodos

El marco de desarrollo del modelo computacional que aqui se presenta, comprende tres fases. Estas
fases consistieron en el desarrollo del modelo analitico del campo de esfuerzos, como primera fase;
seguida por la implementacién de los resultados de Zhang et al (2016) para verificar que se
alcanzase un valor de velocidad angular en donde inicia a presentarse cedencia de la materia,
como segunda fase; y finalmente la generacién digital de imégenes sintéticas de fotoelasticidad,
sobre las cuales se realizé un conteo de franjas de manera computacional, como tercera fase. Estas
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se realizan para las tres tasas de deformacién que reporta el estudio mencionado; y posteriormente,
se comparan los resultados y se concluye. Todo el desarrollo computacional se realiza en el
lenguaje de programacién de MATLAB.

El caso de estudio que se utiliza para el desarrollo corresponde a un modelo cuya geometria es la
de un disco con un agujero concéntrico, de espesor constante y que es sometido a rotacién respecto
un eje perpendicular al plano del disco, que lo atraviesa en su centro. El material que se utiliza es
el polimetilmetacrilato (PMMA). La geometria, sus dimensiones y las propiedades del material que
son relevantes para este estudio se presentan en la tabla 1.

Tabla 1. Geometria, dimensiones y propiedades del material (PMMA) de los modelos.

Propiedad Valor Unidades Fuente de Geometria y dimensiones
consulta

Médulo de 3,33 x10° Pa g
elasticidad . 312
Médulo cortante | 1,23 x 10° Pa P
Coeficiente de 0,35 - / N &~
Poisson (v). "/ ’ >\ \
oo [TO8T07 (| | | )|

) 2004 /
v N /

\\\ R
@ 200

| -—

Medidas en mm.

El desarrollo del modelo analitico de esfuerzos -primera fase-, partié de las expresiones matemdticas
que modelan los esfuerzos de discos en rotacién con agujero concéntrico. Estas son presentadas
por Timoshenko et al. (1956) y se muestran en las ecuaciones (1).

3+v a’b?
o, = Tpa)z (b2 + a? — = —rz)

22

Trg =0

Donde w es la velocidad angular, v es el coeficiente de Poisson y p es la densidad; mientras que
a 'y b corresponden al radio del agujero y del disco, respectivamente.

Las componentes polares de esfuerzos se transforman posteriormente en componentes de esfuerzo
principal, que para este caso en donde se tiene que la componente cortante 7,4 es nula, se obtiene
una transformacién directa definida como se presenta en las ecuaciones (2).

{o1 =0, 0=0p (2)

La implementacién de los resultados reportados por Zhang et al (2016), se realiza utilizando la
expresién de falla a la que llega este autor como resultado de un andlisis del comportamiento de
cedencia del PMMA ante ensayos de traccién con diferentes tasas de deformacién. Esta expresién
se presenta en la ecuacién (3) y sus pardmetros para cada una de las tres tasas de deformacién
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que se estudian se presentan en la tabla 2. El uso de esta expresién tuvo como fin encontrar los
valores de velocidad angular criticos para la operacién del disco, ante cada una de las tres tasas
de deformacién; de esa forma, una vez se verificaba que se presentada cedencia en el material,
se tomaba ese régimen de esfuerzos para generar las imégenes de fotoelasticidad.

J2=a+bl (3)

Donde, J, y I; son el segundo invariante de esfuerzos desviadores y el primer invariante de
esfuerzos medios, respectivamente; los cuales se definen como

{2 =%[(01 —0)*+ 02+ 0,2 I, =0y+0; (4)

Tabla 2. Pardmetros de la ecuacién (3) para cada una de las tasas de deformacién. Valores tomados de Zhang
(2016).

é= 1x10-3[ mmn ] §= 1x10—2[ mn ] é= 1x10—1[ mn ]
mm - S mm - S mm - S
a b a b a b
52.132 0.143 52.932 0.143 59.522 0.145

La generacién digital de las imagenes de fotoelasticidad se realiza a partir del célculo del campo
de intensidades de luz que se obtendria con un arreglo éptico de polarizacién circular, fondo claro
y fuente de luz monocromdtica de longitud de onda (1) de 560 [nm]. La expresién para el campo
de intensidades de luz que se calcula es la propuesta por Shang et al (2015) y se presenta en la
ecuacién (5). Las imdgenes sintéticas que se generan a partir de esta expresién son de 513x513
pixeles.

I =1Ig +0,5I(1 + cos(8)) (5)

Donde I e Iy corresponden a las intensidades de luz del ambiente (Ruido) y de la fuente de luz;
las cuales se definieron para este andlisis como 20 luxes y 200 luxes, respectivamente. Por su parte
@ se refiere el dngulo de desfase o retraso de la onda de luz, generado por el efecto fotoeldstico
y que estd definido, para un espesor h, como

__2mhc

6_/1

(01 — 03) (6)

Una vez generadas las imagenes digitales de fotoelasticidad, se realiza la comparacién entre ellas
mediante el conteo de las franjas; las cuales indican el nivel de esfuerzos que se presenta en cada
caso. De forma que, a mayor nimero de franjas, mayor nivel de esfuerzos. Este conteo de franjas
también se realiza de manera computacional al analizar pixel a pixel las imégenes que fueron
generadas.

La identificacién de las franjas se realiza utilizando como pardmetro de evaluacién a la intensidad
de luz de cada pixel. Se utiliza el hecho de que las franjas tienen un patrén circular (Como se
puede constatar posteriormente en la seccién de resultados) y se establece como criterio de
identificacién de una franja que si al recorrer la imagen de manera radial se detectaba un cambio




de intensidad de luz desde el rango de 150 a 220 luxes (Zona clara), a un rango de valores de
20 a 80 luxes (Zona oscura) y posteriormente se regresaba al rango de 150 a 220 luxes; ello
indicaba que alli se presentaba una franja. Cabe anotar que el conteo de franjas se inicia desde
una posicién radial igual a 2 veces el radio del agujero concéntrico acudiendo al principio de saint
venant. Ello debido a que, en las cercanias del agujero, los efectos de concentracién de esfuerzos
de esta discontinuidad provocan un fenémeno de pérdida de calidad de la imagen.

3. Resultados y discusion

las imagen de fotoelasticidad generada para una tasa de deformacién de
€ =1x1073[M"/m . ] vy la grdfica de monitoreo del contador de franjas se presentan en las
figuras 2(a) y 2(b), respectivamente. La velocidad angular de falla que se alcanzé para esta tasa
de deformacién fue 33300 rpm. El nimero de franjas detectado en esta imagen fue de 12 franjas.

IMAGEN COMPUTACIONAL
(a) £=103 (b)
S s

Franja NA N N A MNAAMQAMARN

No Franja
"o

Posicidn radial (r)

Figura 2. (a) Imagen de fotoelasticidad computacional para una tasa de deformacién de 1x103. (b) Gréfica de
monitoreo del contador de franjas de la imagen (a).

Llos campos de esfuerzos principales para el régimen de falla de la tasa de deformacién
mencionada se presentan en la figura 3. De aqui es de resaltar los valores mdximos de cada uno
de los esfuerzos principales son 23.6 MPa para el primer esfuerzo principal y de 64.2 MPa para
segundo esfuerzo principal. Los valores de estos campos de esfuerzos son de utilidad
posteriormente para el andlisis comparativo.
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Figura 3. Campos de esfuerzos principales a; y 0, para la tasa de deformacién de 1x103.
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Similarmente, en las figuras 4(a) y 4(b) se presentan la imagen de fotoelasticidad para una tasa de
deformacién de ¢ = 1x1072[M"/ 0 . s y su gréfica de monitoreo del conteo de franjas. Para esta
tasa de deformacién se alcanzé una velocidad angular de falla de 33600 rpm; observéndose asi
que el rango de operacién se aumenta en 300 rpm (1%) respecto al caso anterior. El nimero de
franjas que se detectd para este caso fue de 13 franjas, una mds respecto al caso anterior.

(a)  MAGEN COMPUTACIONAL (b)
&=1 0.2 MONITOREO DEL CDNTIz\DOR DE FRANJAS
£=10"
Franja NN AN AR AN
NoFrem]aG 5 >a =
Posicion radial (r)

Figura 4. (a) Imagen de fotoelasticidad computacional para una tasa de deformacién de 1x102. (b) Grdfica de
monitoreo del contador de franjas de la imagen (a).

Los campos de esfuerzos principales para esta tasa de deformacién se presentan en la figura 5.
De estos, se puede notar que, aunque no hay variacién en la forma en que se distribuyen los
esfuerzos en el disco, si hay un cambio en los valores méximo de esfuerzos principales; notédndose
un aumento de 2.2 MPa para el esfuerzo principal 1 (Aumento del 1,8 %) y de 1.1 MPa para el
esfuerzo principal 2 (Aumento del 1.7%), respecto a la tasa de deformacién anterior.
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ESFUERZO PRINCIPAL o, [MPa] ESFUERZO PRINCIPAL o, [MPa]

Figura 5. Campos de esfuerzos principales o, y g, para la tasa de deformacién de 1x102.

Finalmente, en las figuras 6(a) y 6(b) se presenta la imagen de fotoelasticidad para una tasa de
deformacién & = 1x107 1™/ . s] y su grdfica de monitoreo. La velocidad angular de falla para
esta tasa de deformacién fue 35700 rpm; obteniéndose un aumento de 2400 rpm respecto a la
tasa de 1x102 (7.2%) y de 2100 rpm, respecto a una tasa de 1x102 (6.25%). El nimero de franjas
detectado también tuvo un aumento, alcanzando un valor de 19 franjas; que contrastan con las 12
y 13 franjas detectadas para las tasas de deformacién de 1x10° y 1x107?, respectivamente.

(a)  'MAGEN COMPUTACIONAL (b)
¢=10"1 MONITOREO DEL CONTADOR DE FRANJAS
£=10-
Franja NN O MNMANAONMANDNNN
NoFranjaO = 2 l')
Posicién radial (r)

Figura 6. (a) Imagen de fotoelasticidad computacional para una tasa de deformacién de 1x107. (b) Gréfica de
monitoreo del contador de franjas de la imagen (a).

Los campos de esfuerzos principales se presentan en la figura 7. De ellos se puede notar que el
valor méximo del primer esfuerzo principal tuvo un aumento de 18.5 MPa (15%) respecto a la tasa
de 1x10?%; y de 16.3 MPa (13%) respecto a la tasa de 1x102. Por otro lado, el valor méximo del
segundo esfuerzo principal sufrié un aumento de 9.6 MPa (15%) respecto a la tasa de 1x10° y de
8.5 MPa (13%) respecto a la tasa de 1x102,
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ESFUERZO PRINCIPAL o, [MPa] ESFUERZO PRINCIPAL o, [MPa]

Figura 7. Campos de esfuerzos principales o, y g, para la tasa de deformacién de 1x107.

Para mostrar de forma mds detallada como es la dependencia de las variables que fueron de interés
en este estudio, como la velocidad angular de falla, el nimero de franjas que se genera y los
valores maximos de los dos primeros esfuerzos principales, con la tasa de deformacién; se
presentan en las figuras 8(a-d) las grdficas de dispersién de cada una de estas variables ante las
tres tasas de deformacién estudiadas y sus respectivas lineas de tendencia.
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(a) VELOCIDAD ANGULAR DE FALLA VS TASA DE DEFORMACION (b) NUMERO DE FRANJAS GENERADAS VS TASA DE DEFORMACION
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(c) MAXIMO VALOR DEL PRIMER ESFUERZO PRINCIPAL 1 VS TASA DE DEFORMACION (d) MAXIMO VALOR DEL SEGUNDO ESFUERZO PRINCIPAL VS TASA DE DEFORMACION
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Figura 8. (a) Grdfica de velocidad angular de falla contra la tasa de deformacién aplicada. (b)
Gréfica de nimero de franjas generadas contra la tasa de deformacién aplicada. (c) . Gréfica de valor méximo del
primer esfuerzo principal contra la tasa de deformacién aplicada. (d) Gréfica de valor méximo del segundo esfuerzo
principal contra la tasa de deformacién aplicada.

De la figura 8, se puede notar que se presentan tendencias crecientes de los valores criticos de
velocidad angular y de los esfuerzos maximos principales, que son los que definen la resistencia a
la cedencia del material, con respecto a la tasa de deformacién. Lo cual, si se relaciona con el
escenario del arranque de un movimiento rotacional — que corresponde al momento en el que se
aplican las cargas inerciales; ello indicaria que el inicio del movimiento con una mayor aceleracién
angular, que se presume provocaria una mayor tasa de deformacién, provocaria una mejor
respuesta mecdnica del material, que se evidencia en un mayor valor critico de velocidad angular
y una mayor resistencia a la cedencia.

Similarmente, se puede notar que el nimero de franjas de las imdgenes de fotoelasticidad que se
generaron computacionalmente también presenta una tendencia creciente con las tasas de
deformacién. Esto establece una posibilidad de validacién del modelo computacional mediante un
enfoque experimental en el que se capturen y analicen imdgenes de fotoelasticidad, para luego
compararlas con las imdgenes generadas que aqui se presentan. Lo anterior se plantea como una
propuesta de trabajo futuro.
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4, Conclusién

En el presente trabajo se desarrollé6 un modelo computacional de imégenes de fotoelasticidad de
un disco con agujero concéntrico; a través del cual se estudiaron los esfuerzos dindmicos por
rotacién que se presentan ante una condicién critica en la que se alcanza el comportamiento de
cedencia. El estudio se realizé de acuerdo con tres tasas de deformacién; planteando asi un andlisis
comparativo de tres regimenes diferentes de inicios de movimiento rotacional. Se pudo concluir que
se presenta una tendencia de relacién directa entre las tasas de deformacién y los pardmetros de
movimiento y resistencia, como lo son la velocidad angular maxima de operacién y los valores de
esfuerzos principales méximos.

De esa forma, se establecié de manera computacional que la hipétesis de que regimenes de inicio
de movimiento rotacional en discos de PMMA con tasas de deformacién mayores, provocarian una
mejor respuesta mecdnica del material, evidenciada en mayores valores criticos de velocidad
angular y de valores méximos de esfuerzos principales. Ello se pudo medir en las imagenes de
fotoelasticidad a través del nimero de franjas generadas; de modo que cuan mayor fuera la tasa
de deformacién aplicada, mayor fue el nimero de franjas detectado.
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